Parametrizacao de Segmentos e Retas

Dados os pontos A = (a,b) e A’ = (da/, V'), para 0 < ¢t < 1, as coordenadas
do ponto X; = (z¢,y¢) do segmento AA” tal que
d(A7 Xt) — ¢
d(A, A
sao
re=0—-ta+td e y=0-tb+tV.
(Veja a dedugao dessas formulas na Segao 3 de [1].)
A funcao

intervalo [0, 1] — segmento AA’
t— Xy = (4, yt)

¢ chamada parametrizacio do segmento AA’. A variavel t é chamada o
pardmetro.

Se nas expressoes para x; e ¢y permitirmos que t assuma todos os valores
reais, ou seja, t € R, obteremos todos os pontos da reta AA’, ndo apenas o
segmento AA’. A fungao

R — reta AA’
t— Xy = (24, yt)

é chamada parametrizacao da reta AA’.

Vamos usar parametrizagoes de segmentos e parametrizagoes de retas
para resolver os seguintes problemas (Exercicio 2 da Secao 3 de [1]). No
segundo item a seguir, vamos apresentar duas solugoes: Uma em que usamos
parametrizacoes, e outra em que nao usamos.

Exercicio. Em cada um dos casos abaixo, determine (se existir) o ponto
de intersec¢ao dos segmentos AA’ e BB’. Se os segmentos nao se intersecta-
rem, decida se eles pertencem a retas concorrentes, paralelas ou coincidentes.

(a) A=(1,3), A = (2,—-1), B=(~1,1) e B' = (4,1).
(b) A=(0,0), A’ = (1,1), B = (3,4) e B' = (~1,5).
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Solugao do item (a). A parametrizagdo do segmento AA’ é dada por
Xs = (zs,ys) onde
s =1+s, Ys =3 —4s

e 0 < s < 1. A parametriza¢do do segmento BB’ ¢ dada por X| = (z},y;)
onde
Ty = —1+ 5t, Yy =1

e <t
Se os segmentos se intersectam, devem existir s € [0,1] e ¢ € [0, 1] tais
que

Xs =X,
ou seja,
(14+s,3—4s) = (—1+5t,1),
ou seja,
1+s=—-1+5¢
3—4s =1,
ou seja,
§—50t=-2
—4s = —2.

Resolvendo esse sistema obtemos

1
s = — e t=—.
2 2

Observamos que esses valores de s et pertencem ao intervalo [0,1]. Portanto
os segmentos se intersectam e o ponto de interseccao é

P:Xl/Q ou P:Y{/Q,

ou seja,

Primeira solugao do item (b). A parametrizagao do segmento AA’ é
dada por X, = (x5, ys) onde

Ts =S, Ys =S

e 0 < s < 1. A parametrizagao do segmento BB’ ¢ dada por X| = (z},y})
onde
zp =3 — 4t, yy=4+t

e0<t< 1.
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Se os segmentos se intersectam, devem existir s € [0,1] e ¢ € [0, 1] tais
que

X = X,

ou seja,
(s,s) = (3 —4t,4+1),

ou seja,

§s=3—4t

s =441,
ou seja,

s+4t=3

s—t=4.

Resolvendo esse sistema obtemos

1 19
s = —x e t= 5

Observamos que esses valores de s e t nao pertencem ao intervalo [0,1].
Portanto, os segmentos AA’ e BB’ nao se intersectam. Todavia, como existe
solugao do sistema com valores fora do intervalo [0, 1], concluimos que as retas
que contém os segmentos AA’ e BB’ se intersectam. Logo, os segmentos AA’
e BB’ pertencem a retas concorrentes.

Segunda solugao do item (b). Antes de resolver o exercicio, faremos
algumas observagoes:

Considere os segmentos AA" e BB'. Sabemos calcular o cosseno do angulo
0 entre AA’ e BB'. Observamos que as retas que contém os segmentos AA’
e BB’ (ou seja, as retas AA’ e BB') sao concorrentes se e somente se o
angulo 6 entre os segmentos AA’ e BB’ é diferente de 0, m e —m, ou seja,
se e somente se cosf # 1 e cosf # —1, ou seja, se e somente se |cosf| # 1.
Portanto, se |cosf| # 1, as retas que contém AA’ e BB’ sdo concorrentes, e
se |cosf| = 1, as retas que contém AA’ e BB’ sao paralelas ou coincidentes.

Se |cosf| = 1, entao as retas AA’ e BB’ sdo paralelas se quaisquer trés
pontos entre A, A’, B e B’ nao sao colineares, e as retas AA’ e BB’ sao
coincidentes se quaisquer trés pontos entre A, A’, B e B’ sao colineares.

Considere trés pontos quaisquer entre A, A’, B e B’, por exemplo, A, A’
e B. Seja X; com t € R a parametrizagao da reta AA’. Para verificar se
A, A’ e B sao colineares, basta verificar se existe t € R tal que X; = B. Se
existir tal valor de ¢, os pontos A, A’ e B sao colineares. Caso nao exista tal
valor de t, os pontos A, A" e B nao sao colineares.

Finalmente, vamos resolver o item (b) usando as observagoes acima.

Repetindo a primeira parte da primeira solugao do item (b), concluimos
que os segmentos AA’ e BB’ nao se intersectam.
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Agora, calculamos o cosseno do angulo 6 entre AA’ e BB’. Obtemos

(@' —a)(d —c)+ (b —b)(d —d)

Via —a)2+ ¥ —b)2/( —c)2+ (d —d)?
(1-0)(-1-3)+(1—-0)(5-4)

VI =02+ (1-0)2/(—1-3)2+ (5 —4)2
3

VRVAT

Observamos que |cos@| # 1. Portanto as retas que contém os segmentos
AA" e BB’ sao concorrentes.

(Se tivéssemos obtido |cosf| = 1, as retas nado seriam concorrentes, e
teriamos que decidir se elas sao coincidentes ou paralelas, verificando se trés

cosf =

pontos quaisquer dos segmentos sao colineares ou nao.)
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